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摘要：本文从带宇宙学常数的广义相对论场方程出发，分情况讨论了宇宙学常数对时

空几何的影响，最终给出了 Schwarzschild解与 Schwarzschild-de Sitter解.
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一、引力场方程

Einstein引力场方程是一个二阶张量方程，在 c = 1的自然单位制下，其形式为

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν = 8πGTµν (1)

其中 Rµν 为 Ricci张量，R为 Ricci标量，gµν 为时空度规，Λ为宇宙学常数，Tµν 为应

力-能量张量 (Stress-energy tensor)，G为万有引力常数.以下内容在不另外说明的情况下，
使用的均是 c = 1的自然单位制.
若用 gµν 对 (1)的两个协变指标缩并，可以得到一个标量方程

−R + 4Λ = 8πGT (2)

其中 T 是 Tµν 的迹.将 (2)代入 (1)消去 Ricci标量，可以得到引力场方程的一个等效形
式

[?]

Rµν − Λgµν = 8πG(Tµν −
1

2
Tgµν) (3)

对于真空，能量-应力张量及其迹均为零.于是显而易见的，此时引力场方程为

Rµν = Λgµν (4)

二、真空静态球对称时空的引力场方程

2 . 1度规及 Christoffel符号

由对称性可知，静态球对称度规形式为

gµν = diag
(
−A(r), B(r), r2, r2Sinθ

)
(5)

1



其中 A和 B 是两个只与半径 r相关的函数.假设时空坐标的仿射参量为 τ，利用 gµν 构

造如下拉氏量

L =
1

2
gµν ẋ

µẋν = −A(r)ṫ2 +B(r)ṙ2 + r2θ̇2 + r2Sinθφ̇2 (6)

其中 ẋµ ≡ dx/dτ . 将 L代入 Euler-Lagrange方程

∂L

∂xµ
− d

dτ

∂L

∂ẋµ
= 0 (7)

可以得到四个方程

ẗ+
A′

A
ṫṙ = 0

r̈ +
A′

2B
ṫ2 +

B′

2B
ṙ2 − r

B
θ̇2 − rSin2θ

B
φ̇2 = 0

θ̈ +
2

r
ṙθ̇ − SinθCosθφ̇2 = 0

φ̈+
2Cosθ

Sinθ
θ̇φ̇+

2

r
ṙφ̇ = 0

又知测地线方程为

ẍρ + Γρ
µν ẋ

µẋν = 0 (8)

将这四个等式与测地线方程作对比，容易看出，静态球对称时空的非零 Christoffel符号
分别为

Γ0
10 = Γ0

01 =
A′

2A

Γ1
00 =

A′

2B
; Γ1

11 =
B′

2B
; Γ1

22 = − r

B
; Γ1

33 = −rSin2θ

B

Γ2
12 = Γ2

21 =
1

r
; Γ2

33 = −SinθCosθ

Γ3
23 = Γ3

32 =
Cosθ

Sinθ
; Γ3

13 = Γ3
31 =

1

r

(9)

2 . 2 Ricci张量

Riemann曲率张量为[?]

Rµρν
σ = −∂µΓ

σ
ρν + ∂ρΓ

σ
µν − Γλ

νρΓ
σ
µλ + Γλ

µνΓ
σ
ρλ (10)

对 ρσ指标缩并,得到 Ricci张量为

Rµν = Rµρν
ρ = −∂µΓ

ρ
ρν + ∂ρΓ

ρ
µν − Γλ

νρΓ
ρ
µλ + Γλ

µνΓ
ρ
ρλ (11)
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缩并 Christoffel符号可以化简为[?]

Γρ
ρν = ∂νln

√
|g| (12)

其中 g为度规的行列式，可以算得

ln
√
|g| = ln(ABr4Sin2θ)

1
2 =

1

2
lnA+

1

2
lnB + 2lnr + ln(Sinθ) (13)

将其代入 Ricci张量中就得到

Rµν = −∂µ∂νln
√
|g|+ Γλ

µν∂λln
√
|g|+ ∂ρΓ

ρ
µν − Γλ

νρΓ
ρ
µλ

= −∂µ∂ν

[
1

2
lnA+

1

2
lnB + 2lnr + ln(Sinθ)

]
+ Γλ

µν∂λ

[
1

2
lnA+

1

2
lnB + 2lnr + ln(Sinθ)

]
+ ∂ρΓ

ρ
µν − Γλ

νρΓ
ρ
µλ

(14)

计算可知，Ricci张量的非零元素全部在对角线上[?]

R00 =
A′′

2B
− A′B′

4B2
− (A′)2

4AB
+

A′

rB

R11 = −A′′

2A
+

A′B′

4AB
+

(A′)2

4A2
+

B′

rB

R22 = 1− 1

B
− rA′

2AB
+

rB′

2B2

R33 = Sin2θ − Sin2θ

B
− rSin2θA′

2AB
+

rSin2θB′

2B2
= Sin2θR22

(15)

综上所述，联立 (4)(5)(15)，可以得到真空静态球对称时空的相互独立的场方程为

R00 =
A′′

2B
− A′B′

4B2
− (A′)2

4AB
+

A′

rB
= −ΛA (16)

R11 = −A′′

2A
+

A′B′

4AB
+

(A′)2

4A2
+

B′

rB
= ΛB (17)

R22 = 1− 1

B
− rA′

2AB
+

rB′

2B2
= Λr2 (18)

其中缺少了 R33分量的方程，这是因为 R33分量列出的方程是一个冗余的方程.

三、引力场方程真空静态球对称解

下面分 Λ = 0及 Λ ̸= 0两种情况分别说明场方程解的具体形式.
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3 . 1 Schwarzschild解

Λ = 0对应的场方程为

R00 =
A′′

2B
− A′B′

4B2
− (A′)2

4AB
+

A′

rB
= 0 (19)

R11 = −A′′

2A
+

A′B′

4AB
+

(A′)2

4A2
+

B′

rB
= 0 (20)

R22 = 1− 1

B
− rA′

2AB
+

rB′

2B2
= 0 (21)

用 B 乘以 (19)，A乘以 (20)，算得

BR00 + AR11 =
A′B + AB′

B
=

(AB)′

B
= 0 (22)

积分得到

AB = k1 (23)

其中 k1 ∈ R是积分常数.将 (23)代入 (21)，得到

k1 = A+ rA′ = (rA)′ (24)

积分得到

A = k1 +
k2
r

(25)

其中 k2 ∈ R是积分常数.将 (25)带回 (23)得到

B =
k1

k1 +
k2
r

(26)

时空线元即

ds2 = −
(
k1 +

k2
r

)
dt2 +

k1

k1 +
k2
r

dr2 + r2dθ2 + r2Sin2θdφ2 (27)

观察 27可知，这一线元对应的时空在无穷远处应渐近平直

lim
r→∞

A = lim
r→∞

B = 1 (28)

因此可得积分常数 k1 = 1.另一个积分常数 k2 可由测地线方程的弱场近似求得
[?]
，其值

为 −2GM，其中M 为引力源的质量.这样，便求得度规为

ds2 = −
(
1− 2GM

r

)
dt2 +

1

1− 2GM
r

dr2 + r2dθ2 + r2Sin2θdφ2 (29)
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这一解是 Karl Schwarzschild率先得到的，因此又被称为 Schwarzschild解.

3 . 2 Schwarzschild-de Sitter解

Λ ̸= 0对应的场方程就是 (16)(17)(18)本身.使用 Schwarzschild解中同样的方法，用
B 乘以 (16)，A乘以 (17)，算得

BR00 + AR11 =
A′B + AB′

B
=

(AB)′

B
= 0 (30)

积分得到

AB = k3 (31)

其中 k3 ∈ R是积分常数.将 (31)代入 (18)，得到

k3 = A+ rA′ + Λr2 = (rA)′ + Λr2 (32)

积分得到

A = k3 +
k4
r

− Λ

3
r2 (33)

其中 k4 ∈ R是积分常数.将 (33)带回 (31)得到

B =
k3

k3 +
k4
r
− Λ

3
r2

(34)

时空线元即

ds2 = −
(
k3 +

k4
r

− Λ

3
r2
)
dt2 +

k3

k3 +
k4
r
− Λ

3
r2
dr2 + r2dθ2 + r2Sin2θdφ2 (35)

考虑到 Λ = 0时这一线元应退化到 Schwarzschild度规，于是有 k3 = k1 = 1, k4 = k2 =

−2GM .这样，便求得度规为

ds2 = −
(
1− 2GM

r
− Λ

3
r2
)
dt2 +

1

1− 2GM
r

− Λ
3
r2
dr2 + r2dθ2 + r2Sin2θdφ2 (36)

这一度规构造的时空称为 Schwarzschild-de Sitter时空.
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